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Figure 1: Géométrie considérée.

Principe de Huygens-Fresnel : (Cf. BFR)

Chaque point M d’une surface L. atteinte par la lumiere peut étre considérée
comme une source secondaire émettant une onde sphérique. L'état vibratoire de
cette source secondaire est proportionnel a celui de I'onde incidente en M et a
I'élément de surface dX. entourant le point M.

Les vibrations issues des différentes sources secondaires interferent entre elles.

Soit P un point de la surface X éclairée et M un point de 1'espace (point
d’observation), on note 6 I'angle entre la direction PM et d3. le vecteur normal a
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Figure 2: Principe de Huygens-Fresnel.

Y en P. Alors
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b
car les différentes sources secondaires interferent entre elles.
En pratique, on considére des rayons faiblement inclinés, alors A(0) ~ cte,
soit
eikPM

dx.
PM

s(M) :A/ZS(P)

Si on applique Huygens-Fresnel au cas considéré (surface X de transmittance
t(x,y)). Soit M un point d’observation, et P un point courant de X. Alors

ikPM
PM

s(M) o</zso(P)t(x,y) dxdy.
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Onpose a = % et B = % les angles directeurs de OM, et r* = x? + 12, distance

de P a O. Alors

zxz+ﬁz+ r2 ocX+[3Y>

2 2D2 D

PM:D<1+

Hypotheses :
5455 5 < 1 pupille petite,
£ % < 1 petits ang]les.
Alors PM~ D mais pour évaluer la phase dans kP), il faut tenir compte des
variations de PM a 1’échelle de A.
IKPM o ,ikD ik (a2+) oik5p
N~

terme quadratique en x et y

o~ ik(ax+py)

alors si

2

k2 < D| e D>>%,

on peut négliger le terme quadratique dans la phase. D’ou

oikD lk<a2;ﬁ2

s(M) e« [ so(P)t(x, )5 ) e puagy,

ikl © +ﬂ2>
La dépendance angulaire est considérée comme étant faible, donc e ( ’
est une constante pour un point M donné, alors, dans les conditions dites de
Fraunhofer kr> < D ("D — +00"),

s(M) o / so(P)E(P)e M6 gy |
M

_> —
On peut le reformuler en introduisant OM = ( ;{ ) et k le vecteur d’onde

de direction OM. Cela correspond a l'interférence entre les différents points
sources secondaires enobservant a 'infini. Chaque point P de ¥ a un déphasage
par rapporta O ¢

5¢:E-O?:k(zxx+,8y),

et obtient immédiatement le résultat précédent

s(M) oc/ZSO(P)t( )eid9(P)dxdy.

En pratique, ces conditions sont valables pour une observation a l'infini et dans |
cadre de la formation des images (d’oit son importance).

A l'infini, dans le direction < ; >, ou en ( ;g ) si une lentille L con-
jugue l'infini.

e SiD K % on est dans le cadre de la diffraction de Fresnel, ot1 I’on doit tenir
compte du terme quadratique,

e SiD> %, on est dans le cadre de la diffraction de Fraunhofer.

Remarque : Si on se place directement dans 1’approximation de Fraunhofer,
'obtention de la formule de diffraction est beaucoup plus rapide.
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Figure 3: Calcul de I'amplitude de la vibration lumineuse en se plagant directe-
ment dans I'approximation de Fraunhofer.

Si on observa la diffraction dans la direction , pour une onde plane incidente

- - o -
devecteurd’ondeko,onak:k< >;0c: %;ﬁ: %;k: 2T”etko

k(% ). Dou :
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Or PM~ D, PM = OM — OP, so(P) = soe%'a’ ,d’ott

S
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Figure 4: Diffraction par une fente rectangulaire.

Figure de diffraction d’une fente rectangulaire.
Dans le plan focal image de la lentille L, que I'on note I, ona, en M =

v)=(5)
Y fB)
+b/2 +a/2 .
M) — / d / dxet*(ex+By)
s(M) S0 o y o xe
B .. kaa 1 .. kbp
= 5 [_k (—21811’1 2)] [_zkﬁ (—21 sin 2)] ,
_ bsesi maX tbY
= abspsinc { —— 7 sinc | — )
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D’ou le profil d’intensité

I(X,Y) = Ipsinc? ( Y >

< (57)

Fente de largeur a,b. Pour une fente infiniment fine b — 0, I —

Tpsinc? ( ”)f‘;()

de largeur = »f (premiere annulation en Af 2-) (on diffracte perpen-

diculairementa la fente).

Pour un trou de rayon a : il est compris entre une fente carrée de coté 2a et

une autre de coté v/2a. La largeur de la tache de diffraction de ces carrés sont );—f
et Y2V

Figure 5: Un trou de rayon a est compris entre deux carrés de coté 2a et v/2a.

Donc la largeur angulaire du rayon de la tache de diffraction du trou de rayon
a est 0 tel que
V22 A

<——>—<9<14—

Donc 6 ~ 1.22 £ 0.22. Or, le calcul complet et exact fait appel aux fonctions de
Bessel, il prévoit

0= 1.22§ .
a

Remarque : Base de I'optique de Fourier. (Cf. TD Diffraction (2)).
On a une relation de transformée de Fourier entre t(x,y) et le profile
d’intensité dans le plan image de L (dit plan de Fourier).

Théoreme de Babinet.

Soit deux écrans de transmittance t1(x,y) et f(x,y) complémentaires
(f(x,y) + ta(x,y) = 1Vx, y) X1 et Xo.

En dehors de 'image géométrique, les figures de diffractions données par les
deux écrans sont identiques.

DEMONSTRATION : Vibration en M pour I'écran ¥;

ikPM
v, PM

sy, (M) =A t1(x,y)dxdy,

de méme pour l'écran X

¢ikPM
sx,(M) = A/ M t2(x,y)dxdy.

En M, en dehors de I'image géométrique, si on n’a pas d’écran

[=s5-s"=0—s5=0.

Or

eszM szM
s=A . M t(x, y)dxdy+A/ PM tr(x,y)dxdy = sy, (M) + sz, (M) = 0.
Donc sz, (M) = —ssx,(M), soit

= Iy, (M) |

121 (M)

I1. DIFFRACTION PAR UN ENSEMBLE DE STRUCTURES

On applique le principe de Huygens-Fresnel dans I’approximation de Fraun-

hofer
=A / So

A chaque élément diffractant {k}, on associe une transmittance t;(P) et une po-
i%0~07’

zk PM

dxdy.

sition P;. On a alors so(P) = sge ,et

=) t(P)
k
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Figure 6: Diffraction par un ensemble de structures.

= O—P,)( Alors

PM = PP;+P,0+O0M = OM — PP — &,
(i% = O—P;{Jrlﬁgzﬁkﬂqﬁ-

On note Ry,

De plus, PM~ D (sauf dans la phase oli on garde le développmement limité).

Alors .
ik Ry piko PP ik OM , K- PP ,—ik Ry -

M) = ADSO/Z;tk(P)e

Si on note Ak = k — Eo,

s(M) = Z

k

—zAkRk/ k(P)e—iAl?Iﬁ;dZ
b

indépendant de k

_ Aso oM

e (Ze—iAE-Rk> / tO(P)e—iA%-J?dZ
D k J 1 structure

Facteur de forme

s(M)

Facteur de structure

Applications en cristallographie.

Cas d’une répartition aléatoire. On a

2 2

8| | [ (e
2

:i(P) diffraction d’un seul motif

Ze (ot

[ o |s(M

= \50\

Soit A = le facteur de structure. On a

7 RV R

— N+ Z eiAE-(ﬁkme)‘

k#m
e e ¥ —
~0si N grand

Donc

I(P) = Ni(P)|

Si on a N motifs répartis aléatoirement, on obtient N fois en intensité le profil
d"un motif unique.
Applications : mesure du diametre de poudres,...

Structures périodiques : réseau.

Si les motifs sont répartis de maniere ordonnée, une relation de phase déter-
minée est établie entre chacun d’eux et le deuxieme terme de la somme précé-
dent est non nul.

On envisage le cas simple du réseau plan. On considere une onde plane inci-
dente de vecteur d’onde Eo, et on observe 'onde diffractée en k. On cherche la
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Figure 7: Diffraction par un réseau plan.

différence de marche entre deux éléments successifs. Selon les notations de la
figure, on a

0 =BC+CD = —asinfy+asin6,

car 0y < 0 dans le cas de figure considéré. Interférences entre les ondes diffrac-
tées par les N traits : elles seront constructives si

nA =9,

la formule dite des réseaux

A
sinf,, = sin90+na , n€”Z.

Le motif élémentaire est une fente, le facteur de forme sera donc un sinus cardi-
nal

i(P) = igsinc? (n%@) .

Facteur de structure : on pose Ak = k — k.
A — efz'Al?-(mfl)ﬁ/
b

d’apres la formule précédente, car R,, = mi.
Deuxieme méthode on fait le raisonnement classique avec ¢ =
. . ; |2
275 (sin® —sin @) et s = 5o )_e"?. Alors I = Iy ‘Zemﬂ . Donc

P . 27
A = Zzez(smﬁfsmBO)T(mfl)u,
m |
2
— Zei(sinf)fsin(?())z/\—”ma
m
Or
N ipN
Z ei(sintsinf)g)zT”am _ 1 _e§‘0 eiq)
7
1 1—e?
. N
jew+n) S ( 7 >
= e 2 —_— .
sin ({)
Donc
N 2
S ((PT)
A=N? ~—
Nsin ($)
—_—
max=1
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Donc

2
Imax & N r

et non N contrairement au cas d’une répartition aléatoire. D’ou I'expression
complete
2
. N
sin (q’—)

. 3 1 e 2
I = N?Isinc® (ko (sin® — sin ) *) N sin (%)

2

=0 quand ¢ £ =pn
Le facteur de forme s’annule quand ¢, = p7, p € Z soit ¢ = 2prs.
Toutes les longueurs caractéristiques du réseau apparaissent sur la figure.
Pouvoir dispersif.
dg

dA

soit maximal.

ﬁ tel que
x| 9

4o

Si on se place dans 'ordre m : ‘ﬁ =?.0na

’ m

2
Q= 77-[ (sin@ —sinfy) a = 2mr,

or dg = 0 sur un pic, donc en différenciant I'expression précédente, on obtient

ad6 cos0 = mdA,

e\ m

d\r ), acosf |
On remarque en particulier qu’il n’y a pas de dispersion dans 1’ordre 0.
Si on considere des petits angles, en pratique, 8 ~ 0, donc

N Lm

A ), " af

Le pouvoir dispersif est d’autant plus important que 1'ordre est important et
que a est faible.

Pour la spectroscopie, il faut faire un compromis entre 1'ordre, le pouvoir de
dispersion et I'intensité.

d’ot

Cas d’'un réseau ou e=a/3 et N=10
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Figure 8: Diffraction par un réseau plan, dans le cas ot1 e = fa et N = 10.

Pouvoir de résolution. Soit J¢ entre deux pics qu’on arrive a résoudre. On
définit le pouvoir de résolution PR selon

A

PR = —.
AA

On considere que I'on est a la limite de résoudre deux pic quand le maximum de
I'un coincide avec la premiére annulation de I'autre. On note J¢ la différence de
phase correspondante. Au voisinage d"un pic, par 27r-périodicité de la fonction
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sinus, on peut se ramener au voisinage de ¢ ~ 0 et considérer que ¢ < 1. Alors

carsin £ ~ £. Donc
. N
I~ Iosmc2 (24) ,

centré en ¢ = 0.
Premiere annulation de I en d¢ par définition de d¢, soit % = Ore¢ =
274 (sinf —sinfp). Si on passe de A a A +JA, on a une variation de phase

correspondante

a 1

;- _ o
¢ =@+ 0¢ =2m(sind Sln90>A1+ATA’

SioA <A = dp = go%. Donc

NAA o A
{ 2 9= JoumN== = 1.
@ =2mrm, A

soit

A
PR—H—mN.

Le pouvoir de résolution d"un réseau est d’autant plus important que 1’ordre est
important, et que le nombre de figures diffractantes éclairées est important. On
voit donc émerger les 3 dimensions caractéristiques du réseau

K Espace réel Espace réciproque \

L = Na dimension la plus grande dimension la plus petite
petites annulations de
la fonction des réseaux

BF spatiales

a dimension intermédiaire  directions de sélection
distance entre les fentes ordres du réseau
HF spatiales
e plus petite dimension modulation globale
\ taille d"une fente ’ THEF spatiales ‘ J
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