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Reégression lineaire

On considere un ensemble de N mesures d’une grandeur
physique y en fonction d’un parametre de contrdle x. On note
{x;} et {y;} les mesures associées.

Dans le cadre d’une régression linéaire, on suppose une
relation linéaire entre les variables x et y de la forme
y=a-+ [px.

On cherche a déterminer ces valeurs de a et [ a partir de
valeurs tests a et b (dits parameétres d’ajustement).

On definit le résidu &; comme 1’écart entre le modele et les
mesures expérimentales
& =y; —a— bx;.
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Reégression lineaire

La meéthode des moindres carrés consiste a choisir pour
valeurs de a et f les parametres a et b minimisant la somme
du carré des résidus (méthode du moindre carré)

zgiz = Z()’i —a — bx;)*.
i i

On note (X), la valeur moyenne sur les N mesures de X

<X>=%in.

On définit alors le coefficient de corrélation entre les variables

x et y selon
_ (xy) — (xXy) _ () — (y)
V{(x2) = ()2 {(y?) = ()2 Ox0y

ou g, et gy, sont les écart-types des variables x et y.
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Reégression lineaire

Le coefficient de détermination (« coefficient R ») est défini

selon

2 _ .2
R _Txy-

Le coefficient R prend une valeur entre 0 et 1, et quantifie
seulement le degré de corrélation entre les variables x et y.

Quand les variables x et y sont fortement corrélées, R — 1.

Le coefficient de détermination représente le pourcentage de variation
de y avec x qui est expliqué par le modele proposé.

Le coefficient R ne permet pas :

- d’indiquer que le modele propose est correct ;
- d’exclure un biais expérimental ;

- d’obtenir une estimation des intervalles de confiance des
coefficients d’ajustement a et b.
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Corrélation # causalité
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Figure 1. Correlation between Countries’ Annual Per Capita Chocolate Consumption and the Number of Nobel
Laureates per 10 Million Population.

https://www.businessinsider.com/chocolate-consumption-vs-nobel-prizes-2014-4?1R=T
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https://www.businessinsider.com/chocolate-consumption-vs-nobel-prizes-2014-4?IR=T

Corrélation # causalité

Per capita cheese consumption
correlates with

Number of people who died by becoming tangled in their bedsheets
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Corrélation : 94,71% !
(R=0,947091)

http://tylervigen.com/spurious-correlations
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Comment estimer la qualite
d’un ajustement ?

Qualitativement :

en tracant graphiquement les résidus &; en fonction
du parametre de contrdle x.

Quantitativement :

en utilisant le test du moindre carré. Cette méthode
consiste a vérifier que les résidus sont « distants » de
la courbe modele en raison des incertitudes de
mesures. Cela consiste ainsi a normaliser les résidus
par rapport a I'incertitude sur la variable y.
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Test du moindre carré
Signification de Chi2/(N-p) sous Regressi ?

Ensemble de points expérimentaux ({x;},{y;})
Incertitudes pour la variable y; : o;

Fonction de modélisation y = f(x)

Nombre de parametres d’ajustement : p
Nombre de points expérimentaux : N
Définition du parametre y? :

A IC) RN AR
2 i i . <i
X _lZl O'iz _Z<O'i>

i=1

On définit le 2., selon

XZ

N-p
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Test du moindre carré
Signification de Chi2/(N-p) sous Regressi ?

Le y? est une mesure de la dispersion quadratique des
points expérimentaux a la courbe de modélisation,
normalisée a I'incertitude expérimentale de chaque point.

L’algorithme d’ajustement consiste 4 minimiser le y? afin
d’étre le plus proche possible des points expérimentaux.

r Options de modélisation @

Caleuls | Affichage | Couleurs

Utilisation des incertitudes (%) ‘./ oK ‘
[] Levenberg-Marquardt
[] Recuit

Unités param. auto. ‘ X Abandon ‘
, . ] valeur initiale (équa. diff)
Sous Regr6551 ["IModéle dépendant de la page

Modélisation manuelle ‘ ? Aide ‘
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Utilisation de Regressi
Signification de Chi2/(N-p) sous Regressi ?

Le x? réduit (noté y7Z,;) permet de réaliser le test des
moindres carrés.

Si les incertitudes sont cohérentes avec la dispersion
statistique des points autour de la courbe mod¢le, on
doit avoir

sz‘edN]‘

Si les incertitudes sont sous-estimées, yZ,4 = 1.

Si les incertitudes sont sur-estimées, yZ,q4 3 1.
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Exemple : le quartet d’Anscombe

Le quartet d'Anscombe est constitué de quatre ensembles
de données qui ont les mémes propri€tés statistiques
simples mais qui sont en réalité tres différents.

T | | | | T | | T | T | | T | |
4 6 8 10 12 14 16 18 4 6 8 10 12 14 16 18

X4 X

= 8 OOO = 8
6 6 @
4 - 4
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X Xq

httne-//frwikipedia.org/wiki/Quartet d%27Anscombe
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Quartet_d'Anscombe

Exemple : le quartet d’Anscombe

Paramétres Tableau Expressions | ¥& MathPlayer

i j ) 4 = u

Trier Ajouter  Sup.colonne Sup.ligne  Incertitudes Ajo
i X Al y1 y2 y3 y4 x4
0  4.000 4.260 5.100 5.390 12.50 19.00
1  5.000 5.680 4.740 5.730 6.890 8.000
2 6.000 7.240 6.130 6.080 5.250 8.000
3 7.000 4.820 7.260 6.420 7.910 8.000
4 8.000 6.950 8.140 6./70 5.760 8.000
5 9.000 8.8610 8.770 7.110 8.640 8.000
6 10.00 8.040 9.140 7.460 6.580 8.000
7 1100 8.330 9.260 7.810 8.470 8.000
8 12.00 10.84 9.130 8.150 5.560 8.000
9 13.00 7.580 8.740 12.74 7.710 8.000
10 14.00 9.960 8.100 8.840 7.040 8.000

Les 4 variables y;, vy,, y; et y, ont les mémes propri€tés
statistiques (valeurs moyennes, écart-type, etc...)

httne-//frwikipedia.org/wiki/Quartet d%27Anscombe
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Quartet_d'Anscombe

Regressi : afficher les résidus

" Fichier Edition Fenétre Pages Op Dans la fenétre
‘ H’”ﬁ;‘: ‘ Grandeurs ‘H Gra vae . o
modélisation -> Options

o - i | 50

Options Modéles  Bornes Degré

E{i Options de modélisation

ﬂ Fermer modélisation F9 -

Résidus Permet d’afficher les
Imprimer modélisation FéSZ.dI/lS

RaZ

Sauver mode
Sauver parameétres

E Modéle en titre du graphe j POI/”/ recommencer

Pages indépendantes Ol lez’re un atitre
U Calcul avec incertitudes, x° .
e Cl]blSl‘éﬂ”léﬂf

ge des incertitudes |
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Régressi : options de modélisation

Utilisation des incertitudes (x°)
[ Levenberg-Marquardt
] Recuit
Unités param. auto.
[ | valeur initiale (équa. diff.)
[ Modéle dépendant de la page
Modélisation manuelle

’Dptionsl de modelisation @ P ermet de tenl.r
Calculs | Affichage | Couleurs

v OK

incertitudes pour le
calcul du moindre
carre.

‘x Abandon ‘

\? Aide \

©loce
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Régressi : options de modélisation

Options de modélisation

Affichage

Calculs Couleurs

I | Echelle selon modélisation

[¥| Inter/Extrapolation des modeéles
[] Tracé des ellipses d'incertitudes

[|Tracé pendant I'ajustement

[ Affichage intervalle de confiance & 95%
[l P-valeurs

[ Affichage écart données-modéle
Incertitudes sur les parametres
@ type (1 495%

Coefficient de correlation

() les deux

Nombre de chiffres 5

[Jp)

' Affichage du coefficient < —————

@S0

Permet de définir
rigoureusement  le
type d’incertitudes.

Permet d’afficher la
valeur de R?.
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uartet d’Anscombe : cas de y2

= S R k e Fx 124 a & &l i,
Options Modéles Bornes Degré Outils Modéle Coord. Auto Loupe  Zoom ar. Manuel Graphes Copier gr.
Expression du maodéle x yl y2 y3 vyl x4 | Cliquer pour définir I'ordonnée ; clic droit -> & droite
y2=a*x+b Oy2

9]
8

[W Tracé auto. 7]
a 0.500 ;
b 3.00 :

Résultats de la modélisation 4

Ecart-type sur y2=1.237

.‘._______________1__________;.'_‘a_____

i
i
i
i
Coeff. corrélation=0.81624 £ 3 S
Incertitude-type * 5 i
a=(500 +118)10°3 4 7 i
b=(3.0 +1.1) 2 1 i
¢ ] 1
2 i
2 4 6 8 10 12 14
;( -
Ay2

: RN

R°=0.81624) ' [ |

[ | Résidus studentisés
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Quartet d’Anscombe : cas de y3

be & X 9: o @ 2y 0y
Options | Modéles  Bornes Degré Outils Modéle Coord. Auto Loupe  Zoomar. Manuel Graphes Copier gr.
Expression du modéle x yl y2 y3 y4 x4 | Cliquer pour définir I'ordonnée ; clic droit -> & droite
y3=|al*x+b1 Oy3
O
12|
10

[W Tracé auto.
al 0.500
b1 3.00 8]

Résultats de la modélisation 1
Ecart-type sur y3=1.236
Coeff. corrélation=0.81629
Incertitude-type

al=(500 +118)1073

f- I A

MadalHcatinn
=)

.(._______________z____.ﬁ,_ [ ——

o o o o e e

b1=(3.0 +1.1) ]
2 6 8 10 12 14
i - X
|| Résidus studentisés
Ay3
2]
R<=0.81629) . L
: ? ot T T ] J
-2
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Quartet d’Anscombe : cas de y1
O il K 2 Ex X & & 0]

i = ; @
Options Modéles  Bornes Degré Outils Modele Coord. Auto Loupe  Zoomar. Manuel Graphes Copier gr.
Expression du modéle x yl y2 y3 yd4 x4 | Cliguer pour définir I'ordonnée ; clic droit -> & droite
yl=al*x+bl Oyl

1
O 1
1
10

[W Traceé auto. g
a1 0.500
b1 3.00

Y

Résultats de la modélisation

Ecart-type sur y1=1.237 4] 3
Coeff. corrélation=0.81642 g i
Incertitude-type + i
a1=(500 +118)10°3 d 2 i
b1=(3.0 +1.1) 3 i
¢ i
= :
i A 6 8 1I[} 12 14
X > X

Ayl

R?=0.81642 * M A

|| Résidus studentisés
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Quartet d’Anscombe : cas de yl

Regressi n’affichera 'information Chi2/(N-p) que
si ’on renseigne des valeurs d’incertitudes aux
variables.

Il n’est pas possible de faire un test de moindre
carré réduit sans incertitudes !

@ IS K. Maussang — HMEF104 2019-2020



Exemple simple

Mise en application de la méthode de Bessel

D
-« > |/
B / ®
A % ®
s Yo
L/
. 0 . AV,
A F '
Ecran
-« > < >
X D-x

—D +/D% —4f'D

xi:

2 =

d=|x; —x_| =+D2—4f'D

@ IS K. Maussang — HMEF104 2019-2020




Exemple simple

Mise en application de la méthode de Bessel

D
-« > |/
B / ®
A / ®
s Yo
L/
. 0 AV,
A F
Ecran
- > - -
X D-x
Mesure 1 | Mesure 2 | Mesure 3 | Mesure 4
D (mm) 900 1100 1300 1500 D? — d%
I __
X_(mm) 195 200 187 189 f - I D
X, (mm) 734 955 1142 1360

Incertitude sur D : AD = Tmm

K. Maussang - HMEF104 2019-2020
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©loce

Utilisation de Regressi

d = x, —x_ donc Ad = VAx? + Ax?= 7mm

Paramétres Tableau
i e
Trier Ajouter
[+
Ajouter page Imprimer
i D Al xp
m m
0  0.8000 0.75340
1 1.100 0.9550
2 1.300 1.142
3 1.500 1.360
4

Expressions

J& MathPlayer

Sup. Ennne
Copier

xm

m

0.1950

0.2000

0.1870

0.1890

Sup. ligne
9 |

Continuité

i u

Incertitudes

Degre

K. Maussang - HMEF104 2019-2020



Utilisation de Regressi

Création d'une grandeur

Type de grandeur

(7) Variable exp.
(") Paramétre exp.
(@ Grandeur calc.
(") Dérivée

() Intégrale

() Lissage

(") Variable texte

(") Paramétre texte

©loce

Symbole de la grandeur d
Unité de la grandeur m

Commentaire

[ ] Etiquette de graphe = commentaire

v oK
X  Abandon
? Aide

Expression de la fonction

| Méthode d'Euler

d= xp—xm|

d[0]=
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Utilisation de Regressi

Création d'une grandeur @
Type de grandeur

] Symbole de |a grandeur Y
[ ) Variable exp. v L

_ Unité de la grandeur ma?2
[} Parameétre exp. X  Abandon

Commentaire
(@ Grandeur calc. Py -
[ Aide

i [ | Etiquette de graphe = commentaire
[ Derivée
(0 Intégrale Expression de la fonction [ Méthode d'Euler
[ ) Lissage y= D*D—d*b
[ Variable texte y[0]=
() Paramétre texte
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Paramétres Tableau
i 1A
Trier Ajouter
i D E u(D)
m m
0 0.9000 0.0010
1 1.100 0.0010
2 1.300 0.0010
3 1.500 0.0010

©loce

Utilisation de Regressi

Expressions | ¥& MathPlayer

X i u
Sup. colonne  Sup. ligne | Incertitudes
Xp u(xp) Xm ufxm)
m m m m
0.7340 0.0040 0.1950 0.0040
0.9550 0.0040 0.2000 0.0040
1.142 0.0040 0.1870 0.0040
1.260 0.0040 0.1890 0.0040

[#]

Ajouter page

d

m
0.5390
0.7550
0.9550
1.171

ly = D? —d* = 4f'D|

On trace y en fonction de D.

K. Maussang - HMEF104 2019-2020

Imprimer
u(d)
m
0.0057
0.0057
0.0057
0.0057

Copier

Y

m.-'k
0.5195
0.6400
0.7780
0.8788

2

P

Continc
u(y)
m#?
0.0064
0.0088
0011
0.014



Utilisation de Regressi

Rk o Flx Gy A i %
Outils Modéle Coord. Incert.

Graphes Animation Copier gr. C.B.
D xp xm d y | Cliguer pour definir I'ordonnée ; clic droit -> a droite

X & a @

Auto Loupe  Zoom ar. Manuel

y/ma2
0.9/

0.85]

0.8

0.7]

0.65]

0.6

0.55]

0.5]

0.9 1 1.1 1.2 1.3 14 1.5

D ~ D/m
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Utilisation de Regressi

! e : 8 k2 0 el B B 124 & & I N
Options Modéles  Bornes Degré Owtils Modéle Coord. Incert. Auto Loupe  Zoomar. Manuel Graphes Copier gr. C.B.

Expression du modéle D xp xm d y | Cliquer pour définir I'ordonnée ; clic droit -> & droite

y=p*focale*D y/mn2

[ L Ajuster |1 Tracé auto 0385, szﬂed - 1. 1 3

focte [<<] </0.146
f=14.6x0.1 cm

0.8}

Résultats de la modélisation
Chi2/(N-p)=1.13

Incertitude-type 0.75/
focale=(146.2 +1.0)1072 m*?/m

MadaHeatinn
(=]
~

&
0.65
0.6
0.55]
0.5
0.9 1 1.1 1:2 1.3 1.4 15
D +~ D/m

@ OISO K. Maussang — HMEF104 2019-2020



Méthode manuelle

l; Outils Efi Modéle E:i Coord. | P( Auto Loupe 2, Zoom ar. @ Manuel | Graphes

D xp xm d vy | Cligquer pour définir I'ordonnée ; clic droit -> & droite

B Animation % Copier gr. k C.B.

YfmAZ

4f=60t4cm = f=15+1 cm

0.8

A
h

0.8]

y=-0.06728+0.6412*D

0.75

Mnadalcatinn
=
I“'\-J

y=0.02116+0.5621*D

=
o
@

0.55/

1) A comparer a f=14.6+0.1 cm

2
Rl

1.2 13 1.4 15

1 1.1
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Méthode manuelle

k Outils £ Modele | Coord. | O Auto Loupe &, Zoom ar. & Manuel | Graphes [ Animation B} Copier gr. B, C.B.
d ite

D xp xm d vy | Cliquer pour définir I'ordonnée ; clic droit -> a droit

YfmAE

0.8

%3]
L

4f=60t4cm = f=15*1 cm

0.8]

y=-0.06728+0.6412*D

0.75]

MadaHcatinn
=
|‘H'l

y=0.02116+0.5621*D

o
o
@

0.6

0.55]

2) Probleéme :

| ~ Modéle linéaire (y= 4fx) ou affine?
@‘g%% 1 K. Ma;;sang—HM];FlM 2019-23320 R o




Utilisation de Regressi

Incertitudes sur-estimées

wt e 8 Al R b 33 By 24 e &l =) ] .
Options Modéles  Bornes Degré QOutils Modéle Coord. Incert. Auto Loupe  Zoom ar. Manuel Graphes Copier gr. (
Expression du modéle D xp xm d y | Cliquer pour définir I'ordonnée ; clic droit -> & droite
y=4*D*focale y/mn2

2 I
X d .
A uster [ Tracé auto. 0.8 re
e fedl <0146 []p>[2)
I
. . . I .
Résultats de la modélisation
Chi2/(N-p)=0.234
Incertitude-type 0.75
focale=(146 +5)103 m”?/m <
-
fl
‘—'ﬁI 0.7
e B N
<
<
]
0.65]
0.6
0.55/
0.5

0.9 1 11 1.2 1.3 1.4 1.5

D ~ D/m
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©loce

Utilisation de Regressi

Incertitudes TRES sur-estimées
Résultats de la modélisation

Chi2/(N-p)=1.13
Incertitude-type
focale=(146.2 +1.0)102 m*?/m

Résultats de la modélisation

Chi2/(N-p)=0.0733
Incertitude-type
focale=(146 +16)107% m"?/m

Résultats de la modélisation

Chi2/(N-p)=0.0367
Incertitude-type
focale=(146 +31)10~° m"*/m

K. Maussang - HMEF104 2019-2020



Utilisation de Regressi

Incertitudes sous-estimées

A S K b x Bu 58 e al U !
Options Modéles Bornes Degré Qutils Modéle Coord. Incert. Auto Loupe  Zoom ar. Manuel Graphes Copier gr. C

D xp xm d y ‘ Cliquer pour définir I'ordonnée ; clic droit -> a droite

Xooq=3.21
f=14.6%0.05 cm

Expression du modéle
y=4%*D*focale y/mn2

[WD Tracé auto. 0.85]
et 0.146

0.

oo
h

Résultats de la modélisation
Chi2/(N-p)=3.21

Incertitude-type 0.75/
focale=(146.4 £0.4)1073 m"2/m

MadalHeatinan
(=]
]

0.65]

0.6

0.55]

0.5

0.9 1 11 1.2 1.3 1.4 1.5

D ~ D/m
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Utilisation de Regressi

Incertitudes TRES sous-estimées

Résultats de la modélisation

Chi2/(N-p)=1.13
Incertitude-type
focale=(146.2 £1.0)1077 m™?/m

Reésultats de la modélisation

Chi2/(N-p)=5.36
Incertitude-type
focale=(146.26 +0.21)10° m™*/m
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Utilisation de Regressi

“ Fichier Edition Fenétre Pages Options Aide r
H ”’?D| E Grandeurs |ﬁ2’; Graphe HL'“

Options de modelisation

Calculs | Affichage | Couleurs

b - L |50 k Outils Utilisation des incertitudes (%) ‘,/
Options Modéles Bornes  Degré o o (o Levenberg-Marquardt
" Options de modélisation | ?Kmﬁg [ Recuit
ﬂ Fermer modélisation FE!\ A Unites param. auto. ‘ X Abandon |
Résidus []valeur initiale (équa. diff.)
Imprimer modélisation ["IModéle dépendant de la page
RaZ Modélisation manuelle
Sauver modéle I 0.85.
Sauver paramétres %
E Modéle en titre du graphe =
Pages indépendantes 0.8
u Calcul avec incertitudes, x°
& Affichage des incertitudes |
OpTMTSatIoN a8s Parametras
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Utilisation de Regressi

Incertitudes @

Grandeurs | Modelisation | Affichage

L'incertitude sur les paramétres est affectée d'un coefficient d'élargissement de
Student correspondant a un niveau de confiance de 95%.

Le test du ¥* (chi2) affiche un ¥* réduit qui devrait étre proche de 1, si le modéle
est correct et si les incertitudes données pour les grandeurs sont des

incertitudes-type.

Le test du ¥* s'active en cliguant sur le bouton "Options" de la modélisation et
en cochant I'élément adéquat.

v OK
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Utilisation de Regressi

’ Options de modélisation @

Calculs | Affichage | Couleurs

T

Cd

=]

.

"] Echelle selon modélisation v
Inter/Extrapolation des modeles

QK

Tracé des ellipses d'incertitudes

[“ITracé pendant I'ajustement ‘x Abandon ‘

Affichage intervalle de confiance a 95%
[C] P-valeurs

["] Affichage écart données-modéle en %

?  Aide |
Incertitudes sur les parametres ot
© type 495% (O les deux

Coefficient de corrélation
Affichage du coefficient

Nombre de chiffres 5

€0
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Utilisation de Regressi

a & 11N

Graphes Copier gr. C.B.

s e i ¥ L R et & o
Options Modéles Bornes Degré Outils Modéle Coord Incer‘t Aum Loupe Zoom ar. Manuel

Expression du modéle D xp xm d y | Cliquer pour définir I'ordonnée ; clic droit -> a droite
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Résultats de la modélisation

Chi2/(N-p)=1.13
Incertitude-type 0.75
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